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Teoreticka cast

Svéet nelinearni mechaniky
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T1) Kdyz se fekne linedrni
T2) Druhy a zdroje nelinearit
T3) Kdo to byl A.L. Cauchy a kdo byl G. Green

T4) Kdo byl R.S. Rivlin
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Kdyz se rekne linearni

" A co vlastneé znamenag, kdyz se rekne linearni?

f(w) + f(v) = f(u + v) A f(tu) = tf(u)

Aditivita Homogenita

= Dsledky
— pfimé fesenirovnice f(x)=c
— jednoznacné fesenirovnice f(x)=c
— vektorovy prostor reSenirovnice — superpozice

— jednoznacna existence ortogonalniho doplriku — optimalizace



Kdyz se rekne linearni

» Uvedte priklad néjake linearni zavislosti v mechanice

Ano, spravné — jsme tu dnes hlavné kvuli rovnici:
o=E¢&

Né&jaké dalsi navrhy?

Co treba pruzina s hmotou?

Ucenec by fekl: linearni harmonicky oscilator



Kdyz se rekne linearni

» Jak se to ma s linearitou zjistite, kdyz se zamyslite nad
nékterymi,,operatory®, které bézné pouzivame.

Cili: kde se vzala derivace (funkce v bodé)?

A co je to diferencial?

fla+Azf}
f(z) f(z) f(z)
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Kdyz se rekne linearni

= Jak se to ma s energii v linearnim svéte?

Energie je ,,kvadraticka forma“

W = Yom(v-v) W = 1LE &

" Promyslete si sami, proc potencialni energie hmoty
v tihovem poli napiseme

W =mgh

Aneb, kam zmizela druhd mocnina?
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Kdyz se rekne ,,nelinearni

1,750
1,500
1,250 Stick{
slip
1,000 Stiffening
750} R
Entropic
5001 vield | unfolding
point
250 \__'__\_\/
09 0.2 0.4 06
&(mm)
0.03
Leading
radial
0.02
Loading
0.01 spiral

0.1

0.2
& (m)

0.3

0.4

Spiral
threads

Radial

threads

€¢

Mechanicka odezva pavouciho vldkna a pavucdiny.
(a) Tahova odezva vldkna
(b) Model sité ze spojitych vldken
W =7 . (c) Odezva defektni pavuciny
/ (d) Rozdil odezvy podle mista zatéZovani
—i=z| (B0 (e) grafika k rozdilu odezvy (radidlni vs spiréini vlakno)

Force (N)

SW Cranford et al. Nature 482, 72-78 (2012) doi:10.1038/nature10739




Druhy a zdroje nelinearit

Nelinearita se v problému objevi v néjakém okamziku
formulace modelu.

Takze, co nds model - dloha ,,pruznosti‘ — obsahuje?

Rovnice rovnovahy
Geometricke roonice
Konstitutioni rovnice
Okrajoveé a pocatecni podminky



Druhy a zdroje nelinearit

" Rovnice rovnovahy
div(o) + b = D(pv)/Dt

|

Linearni ¢len

Pole objemovych sil

muze byt nelinedrni , , ,
y Obsahuje nelinearitu skrze

materialovou derivaci
Dv/Dt = 0v/0t + vgradv



Druhy a zdroje nelinearit

" Geometrické rovnice

Vyjadreni tenzoru deformace
&; = ¥2(0u,/0x; + Ou /0x;)

Kompatibilita deformace
0°£;/0x, 0x; + 07 §,/0x,0x; — 0° £,/0x 0x; — 07 &,/0x,0x; = 0

Tyka se pouze uloh reSenych primo v deformacich.

Predpokladany toar posuvii/deformace

Napr. konstantnost deformace v prostoru... tyka se pouze analytickych uloh.



Geometricka nelinearita

= Velké posuvy V = Velké deformace

F Fy Fy FY
i N N N)IO
| ?
. Q::.t w(x)

| w(x)

S
M (x) — Fw(x)=0

/ , v UvaZzujte deformaci jako pomér
Velké posuvy nemusi nutneé znamenat polomérti na konci a na zacatku
geometrickou nelinearitu natukovani

Pamplona DC, Gongalves PB, Lopes SRX (2006) Finite

Obrazek prejat z Interaktivni ucebnice pruznosti a pevnosti, kolektiv autor(i FSI VUT a o )
deformations of cylindrical membrane under internal pressure.

v Brné .
Int J Mech Sci 48(6):683-696




Velké deformace

= %(bui/ax]- + au]-/axi) VS &= Y2(0u; /bx + Bu /Ox; + Ou,/Ox; Buk/bx)
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Zdroj: http://www.ped.muni.cz/wphy/fyzvla/ Pl’y% — LRG Treloar (1944)




Velké deformace

= Vychazime z deformacniho gradientu F

F = V(X) dx = FdX

x=y(Xo1)

F = Gradx
F..=0x,/0X,

Undeformed
configuration

x3) X?)
e T.A Musime rozliSovat mezi pocatecni
3? 3 . 7 o v v
Deformed (materidlovou) a prabéznou
configuration (prostorovou) konfiguraci
.’ 2
e, (B)

http://en.wikipedia.org/wiki/Finite_strain_theory




Velké deformace

* Odvozujeme nékolik mér deformace

(a kazdd je energeticky konjugovand s néjakou mirou napéti)

C=FTF pravy Cauchy-Greeniiv tenzor deformace

E=1(F'F-1)  Green-Lagrangeiiv
U&F=RU Pravy tenzor strecii

InU Henckyho tenzor deformace

b = FFT levy Cauchy-Greeniiv

e="%(I-F'F') Euler-Almansiho



Velké deformace

* Priklad - Homogenni deformace

Uvazujme objekt tvaru krychle, ktery se deformuje do kvadru tak, ze

X3 X3

F, = dx/0X,

F,,=0x,/0X,=A, A 0 0
F,,=0x,/0X,=A,  FE=|0 4 0
Fa3 = 0x,/0X, = A 004

Fio=F3=Fpy=
Foy=F3=F3=0




Velkeé deformace

A 0 0
* Priklad - Homogenni deformace F=[ A, 0}

Tenzory deformace pak maji tvar:

0 0 InA
(A2 -1) 0 0 H1-47) 0 0
E=| 0  1(a*-1) o0 e=| 0 1{1-47) 0
0 0 1{ar-1) 0 0 3(1-2,7)




= Pozor! c={o a2 o| & |0 A2 0|=b
0O O /]32 0 0 /]32

Maticova reprezentace totiz neukazuje bazové vektory...

Referencni baze {E,, E,, E;}
Priibézna baze {e,, e,, e}




Velké deformace

" Pozor také na nesymetrické tenzory!
OESSENSIRERE <o - vou

Uvazujme prosty smyk podle obrazku
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F=(0 1 O C=|k 1+k> 0
0 0 1 0 0 1

Tenzory obsahujici v ndzvu slovo ,,deformace* jsou symetrické. Proc?



Velkeé deformace

" Miry deformace

pri jednoosém tahu

True scale

Miry deformace
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Nominal Stress (MPa)

Materialova nelinearita

Nominal Stress (MPa)

Nominal Stress (MPa)
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Napéti-deformace pri tahové zkousce pryze Odezva podle mnoZstvi plniva

(1% vs 60%) umoznujici vulkanizaci

Dorfmann A., Ogden R.W. (2004) A constitutive model for the Mullins effect with
permanent set in particle-reinforced rubber. Int J Solid Struct 41 (7):1855-1878.




Materialova nelinearita
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Materialova nelinearita

= Jak efektivné popsat nelinearni material?

A. L. Cauchy

Konstitutivni rovnice tvorime prfimo
(soustavou algebraickych nebo
diferencidlnich) rovnic

Obdobné jako zobecnény

Hookellv zakon
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G. Green

Predpokladame existenci elastického
potencidlu — hyperelasticita

Slozky tenzoru napéti dostaneme jako
intenzitu elastického pole



Materialova nelinearita

" Pripomenme si tihovy a elektricky potencial

Potencidl je mérna energie (v pripadé tihy na jednotku hmotnosti).
Predstavuje tedy praci, kterou by mohl vykonat jednotkovy hmotny bod
dik ptisobeni tihového pole.

V=U/m=mgh/m = gh
Intenzita tihového pole je pak déna: QV/oh = 9

Potencidl elektrického pole naboje g, je V = 1/(4r®&)q/r
kdyZ potencialni energie prenesena na castici s nabojem g, ve
vzdalenostirje U =1/(47%)q,q,/r

Intenzita elektrického pole je pak ddna: E = - QV/or = 1/(4 ]ZE‘)ch/r2



Materialova nelinearita

= Elasticka potenciadlni energie U= pW

Hustota deformacni energie

— 1
(elasticky potencial) W= Gii&ij
1D formulace Hookeuv o=E¢
zakon
W=14Eg

OW/oe=Ee=0O



Materialova nelinearita

\Y4 V4 (o] V4
* 3D zobecnény Hookeuv zakon
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Oveérte si alespon pro jednu slozku



Materialova nelinearita

= Elasticky potencial:

Zajistuje Implicitni splnéni 1. zakona termodynamiky

Zjednodusuje praci s nelinearni materialovou zavislosti

- mocninngd, exponencia
Umoznuje snadnou imp

Ve formé volné energie
(viskoelasticky potencia

ni, logaritmicka
ementaci anisotropie

ze snadno rozsirit pro nevratné déje

)

Implementovano v MKP balicich



Materialova nelinearita

= Biomechanika

VVVVVV

(u mékkych tkani — kdze, cévy, srdce, vazy,... ) model pro W
navrzeny Y.C. Fungem (1967)

W = %(8‘”2 —1)

" Elastomery

Velice Uspé&sny model navrzen R.W. Ogdenem (1972)

W :Z%(/}fi + A7+ A7 -3)



Materialova nelinearita

= Objektivita W W=W(g)

Invariance W vUci transformaci souradnic bude nejsnaze
zajisténa formulaci pomociinvariantll tenzoru deformace

Globalni vs. Lokalni v MKP

R. S. Rivlin

Dusledna aplikace invariantu

Dnes existuje algebraicka teorie konstitutivnich rovnic
(¢ili skalarnich funkci tenzorové proménné)



Materialova nelinearita

" |nvarianty C

Uvazujme homogenni deformaci

o0 o LE=A2+ A7+ A =1;°
C :{ 0 A 0 } LEC=A2A2+ A2A2+ A2A2 =P
o0 I,C= 121212 — P



Materialova nelinearita

" Neo-Hookeovsky material Nejjednoduséi model
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Materialova nelinearita

. 30,
* Mooney-Rivlin
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Materialova nelinearita
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Materialova nelinearita

" Poznamka

VysSe zminéné modely W byly vSechny:

ISOTROPNI

U vSech jsme predpokladali nestlacitelny material

J=detF=vIC=vVLP= A A1, =1



Ruzné miry deformace davaji rizné miry napeti

Referencni konfigurace Pribéznd konfigurace

L  A=BH 1 a=bh

- Eg e
_ Prib&zna konfigurace
ae, Skutecné napéti o= fla

A > m—

Smisena konfigurace

AE

X

AE.
-_> Referencni konfigurace

Druhé Piola-Kirchhoffovo napéti S = dj/A.?



Ruzné miry deformace davaji rizné miry napeti

Jesté jednou!

Abychom ziskali druhé Piola-Kirchhoffovo napeti S,
transformuje skutecné napéti ginverzni transformaci k
transformaci, ktera probéhla, kdyz sila deformovala prurez
do pribézné konfigurace;
CliA—a:a=A2A

Druhé Piola-Kirchhoffovo napéti tedy je
Sxx = (40?0



Napeti

" Transformace mezi tenzory napéti

Znovu pripomenme, ze deformacni gradient F pfevadi
referencni vektor na zdeformovany vektor x =FX

S=]F'oF"' o =] 'FSF'
P =FS S=F'P

P=]oF" o =] 'PF"



Napeti a elasticky potencial

" Miry napéti a deformace jsou konjugovany
tak, Ze prace vnitrnich sil (skalar) pri deformaci je vZdy stejna

F' o0=2]'F




Nestlacitelny material

» Deformace elastomert a mékkych tkani jsou Casto
modelovany jako isochoricke deje

]=5—€=detF:\/E: P =AAAN =1

=V takovém pripadé se na,,objemovych‘ slozkach tenzoru
» y

deformace nekona na préce vnitrnich sil. Takze odpovidajici slozky
napéti nelze primo urdit z W. Zavadime tudiz je jako neurcity Lagrangeudv multiplikator p

a urcujeme z okrajovych podminek. OW(F)
P = —pF_T
OF
W=W(C)+p(]—1) p— JZOW(F)FT—pIZZFaW(C)FT—pI
OF oC
S=2 aW(C) —pC_l

0C



Nelinearita okrajovych podminek

» Krom rovnic rovnovahy, kinematiky a materialu, mtze
nelinearita vniknou i v okrajovych podminkach.

To je typické v kontaktnich ulohach.

* Dead loading



Vybrané podpurné zdroje

http://en.wikipedia.org/wiki/Hyperelastic material

http://en.wikipedia.org/wiki/Cauchy elastic_material

http://en.wikipedia.org/wiki/Finite strain_theory

http://en.wikipedia.org/wiki/Category:Continuum_ mechanics

http://en.wikiversity.org/wiki/lntroduction to Elasticity/Tensors

http://en.wikiversity.org/wiki/Continuum_mechanics

http://fast10.vsb.cz/brozovsky/nlm

http://mechanika.johnyho.net/

Navrhy na tipravy nebo upozornéni na chyby adresujte lukas.horny@fs.cvut.cz




